Ubungsblatt: Der Zentrale Grenzwertsatz
DSA Rossleben — Kurs 5.1

Bisher haben wir vor allem diskrete Verteilungen mit wenigen, klar unterscheidbaren Werten
betrachtet (den Wiirfel, die Binomial- und die Poissonverteilung). Was passiert, wenn eine solche
diskrete Zufallsgrofe immer mehr mogliche Werte annehmen kann? Dieser Frage ndhern wir uns
itber Computersimulationen — und stoflen dabei auf den vielleicht wichtigsten Satz der gesamten
Wahrscheinlichkeitstheorie: den zentralen Grenzwertsatz (ZGS).

Aufgabe 13.7 .

Wir untersuchen, was mit der Binomialverteilung B(k;n,p) passiert, wenn n immer gréfer
und p nicht kleiner wird.

a) Wiahle p = 0.3 fest. Erzeuge fir n = 10, 50, 200, 1000 jeweils mit
np.random.binomial(n, p, size=10000) einen Datensatz von 10000 Stichproben.
Plotte fiir jedes n das normierte Histogramm (density=True), am besten in vier Teil-
plots (plt.subplots) nebeneinander. Was fallt dir an der Form der Histogramme auf,
je groBer n wird?

b) Die vier Histogramme aus a) sind auf sehr unterschiedlichen k-Achsen nicht direkt
vergleichbar, da sowohl Lage als auch Breite der Verteilung von n abhéngen (erinnere
dich: (k) = np und 7 = np(1 — p)). Um die Form unabhéingig von n vergleichen zu
konnen, standardisiere jede Stichprobe k gemif
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Plotte nun die normierten Histogramme der standardisierten Werte z fiir alle vier n
gemeinsam in einem einzigen Plot (z. B. mit alpha=0.5 und unterschiedlichen Farben,
damit man sie unterscheiden kann). Was beobachtest du fiir wachsendes n?

¢) Fir n = 10 kann k& nur 11 verschiedene Werte annehmen, fiir n = 1000 dagegen
1001 verschiedene Werte — auf demselben (standardisierten) Bereich, den die Vertei-
lung im Wesentlichen abdeckt. Die ,Liicken* zwischen den moglichen Werten von z
werden also immer kleiner. Im Grenzfall n — oo liegt schliellich jeder reelle Wert im
Bereich der Verteilung — z wird zu einer kontinuierlichen Zufallsgréie, beschrieben
durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte statt einzelner Wahrscheinlichkeiten P(k).
Die Grenzkurve, der sich die standardisierten Binomialverteilungen annéhern, ist die
Standardnormalverteilung
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Ergénze deinen Plot aus b) um diese Kurve.

d) Der ZGS gilt nicht nur fiir Summen von Bernoulli-Variablen (also fiir die Binomial-
verteilung), sondern fiir Summen beliebiger unabhingiger, identisch verteilter Zufalls-
groffen mit endlicher Varianz — ganz gleich, wie diese einzeln verteilt sind! Uberpriife
das:

e Ziehe mit np.random.uniform(0, 1, size=(10000, n)) jeweils 10000 Stich-
proben von n gleichverteilten Zufallszahlen und bilde deren Summe S,, (Summa-
tion iiber die richtige Achse).




e Standardisiere die Stichproben von S, (du benéttigst dafiir Mittelwert 1/2 und
Varianz 1/12 einer einzelnen U(0, 1)-Zufallsgrofie).

e Plotte das normierte Histogramm fiir n = 1, 2, 5, 30 zusammen mit N (z;0,1).

e) Der ZGS ist einer der Hauptgriinde, warum die Normalverteilung in der Physik — und
insbesondere bei der Beschreibung von Messunsicherheiten — eine so herausragen-
de Rolle spielt. Die Grundidee: Eine einzelne Messung (z. B. die Linge eines Tisches
mit einem Lineal) wird praktisch nie durch eine einzige Fehlerquelle verfilscht, son-
dern durch eine Uberlagerung vieler kleiner, voneinander unabhingiger Stérungen —
Ablesefehler, kleine Temperaturschwankungen, Erschiitterungen, Ungenauigkeiten im
Material des Lineals, und so weiter. Begriinde in eigenen Worten, weshalb der ZGS
ein gutes Argument dafiir liefert, warum zufillige Messunsicherheiten in der Physik
hdufig durch eine Normalverteilung modelliert werden — auch wenn man die einzel-
nen, elementaren Fehlerquellen einer Messung oft gar nicht genau kennt. In welchen
Situationen konnte diese Rechtfertigung nicht gut funktionieren?




